4 Fonctions cube et racine carrée.

Livre p.124.

1. Rappels sur les puissances

Définition 14.1 Pourtous acRet mez,ona:
e Sim>0:a"=axaxax..xa
m facteurs
« Poura#0,a =1
« Par convention, pour a # 0, on pose a0 = 1.

Exemple :

e 22=2x2x2

o (=3)2=(=3)x(-3)=+9
e C+a)=QR+a)x2+a)
e X3=xxxxx=x*xx
e 273

. 2_12

R 1)

=1
-3
=1
-2

Cas particulier des puissances de 10 :

e 103 =1000
« 105 =100000
e 1073 =0,001

e 1072 =0,00001
Exemple :

o 2,45x 103 = 2450

e 12x1073=0,012

e 5460=5,46 x 103
e 0,0023=2,3x1073

Propriété 14.1 Soient a,beR* et m,pe Z.
° am X ap = am+p
o (a™P =qagm*pP
e (axb)"=amxp™
a m_ am
- (8)"=tm

m-p

Q

m
« 4=
aP

Exemple :

e 23x 25 20 x2x2x2x2x2x2x2=23t5 =28
—_— —/
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—3,.95_1 5_ 25 _ 2x2x2x2x2 _ 55-3 _ 52
C 2R =XV =y =Ty =2 =2

o xxx2=xlxx2=xl¥2-,3
e Bx)2=0Bxx)?%=32xx?=9x2

o 16x%2 =42 x x%2 = (4 x x)% = (4x)?

2 2
. (’?‘) :XT
. 3—2=35—2=33

[N}

e % =x (pour x #0)

2. Fonction cube

Définition 14.2 La fonction cube est la fonction qui a tout nombre réel associe son cube , c’est-a-dire le fonction f
qui & tout réel x associe x% = x x x x x.

Tableau de valeurs :
X -10 -3 -2 -1 -0,5 0 0,5 1] 2 3 10

f(x) | -1000 | -27 | -8 | -1 | -0,125 | 0 | 0,125 | 1 | 8 | 27 | 1000

Propriété 14.2 La fonction cube est impaire : sa courbe représentative admet
I'origine du repére pour centre de symétrie.

La fonction cube est strictement croissante sur R :

Va,beR, a< b= a3 <b3.

R—-R

x— f(x)=x3
que soit un nombre réel, on peut toujours en déterminer le cube, car la multiplica
tion est définie sur R.

Quand on étudie une fonction, il faut commencer par se demander si elle est paire
ou impaire 5.4, pour réduire le domaine d’étude :

Vi e R, f(=x) = (0% = (-0 x (~0) x (1) = (D xxx (-1 x x x (1) x x =
(D x (1) x (-1) xx x xx x = —x3 = — f(x).

Démonstration Soit f:{ La fonction f est bien définie sur R : que

_1 3
Donc la fonction cube est impaire : on pourra restreindre son étude a Rt , et com-:

pléter par symétrie (la courbe d’une fonction impaire admet une symétrie centrale
par rapport a l'origine du repere).

On travaille donc sur R™.

Soient a,b € R*. Supposons que b < a (on ne perd pas en généralité car a et b
jouent des réles symétriques), et étudions le signe de a® - b3.

a® - b3 = (a- b)(a® + ab+ b?) (& vérifier en re-développant).

Or, en tant que carrés, a® =0 et b? > 0. De plus, comme on travaille sur R*, ab=> 0.
Finalement, en tant que somme de termes positifs, (@ + ab + b%) > 0 (ce facteur ne
peut étre nul puisque b < a, dont a et b ne sont pas tous les deux nuls.

On a supposé b < a, donc (a— b) > 0.

Finalement, a3 -3 >0, i.e. fla)> f(b) >0. i
On a donc montré que VYa,beR*,b<a= f(b) < f(a) : la fonction cube est stricte-
ment croissante sur R*.

Par symétrie, elle est également strictement croissante sur R™, et par suite la fonc-
tion cube est strictement croissante sur R.

x |-» 0 +00

+oa
/
00

Propriété 14.3 Positions relatives des courbes d’équation y=x, y = x% et y = x3 pour x = 0.

o Sur(0;1], X3 <x%2<x

2 3

S X

e Sur[1;+o00[, x< x

117



Démonstration 1. Soit x € [0;1].

« : positions relatives des fonctions carré et cube :

%3 —x%2=x2(x—1) <0, donc x3 < x2.

« positions relatives de la fonction carré et de I'application identité :
x2—x=x(x-1)<0,donc x% < x

2. Soit x>1.

« : positions relatives des fonctions carré et cube :
x3—x%2=x2(x-1)>0, donc x3 > x2.

« positions relatives de la fonction carré et de I'application identité :
x2—x=x(x-1)>0, donc x% > x

3. Pour x=0etpour x=1, x=x? = x5.

Remarque 14.1 Lantécédent d’'un nombre a par la fonction cube est appelé racine cubique de a et noté ¥/a.
Par exemple, V27 =3

3. Fonction racine carrée.

Définition 14.3 La fonction racine carrée est la fonction qui a tout nombre réel positif x associe le nombre réel positif
y tel que y% = x.

RT —R*
On note:{f
X—y=vx

Remarque 14.2 On peut considérer /x comme étant égal a xz. En effet, d’apres les régles de calcul sur les puissances,
. 1 . 12 g N .

si y=yvx=x2,0nabien y? = (xz) = x% x 2= x! = x. On peut donc déduire toutes les régles de calcul sur les racines

carrées des regles de calcul sur les puissances.

Tableau de valeurs :
x o1t 2 3 4197100
f=vx o] 3 [1]v2=141[V3=173 23] 10
Remarque 14.3 Dans R", les fonctions :
2
X X N , y : , sz ’ ’
{f JE sont "la marche arriere" I'une de I'autre. On dit qu’elles sont réciproques I'une de l'autre.
g:x—/x

Graphiquement, les courbes représentatives de deux fonctions réciproques I'une de 'autre sont symétriques par rapport
a la premiére diagonale (droite d’équation y = x). La réciproque d’une fonction f est, si elle existe, notée f1.

On ne prend le symétrique que de la partie de la courbe de y = x? qui est sur R* car :

- La racine carrée de x est définie comme "le nombre positif qui au carré donne x", donc elle ne peut avoir des images
que dans R*.

-Si on prenait le symétrique de la totalité de la courbe représentant la fonction carrée, on obtiendrai une courbe qui
"revient sur elle-méme", un antécédent pourrait donc avoir deux images, et ce ne serait plus une fonction.

On obtient ainsi la représentation graphique de la fonction racine carrée.
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Les variations de la fonctions racine carrée se déduisent donc de celles de la fonction carré :

x [0 +00

+00
0/

Propriété 14.4 Pour tous a,be R*,on a :

. \/%:\/EX\/E
- Sib#0, /=2

o Siaetbsontnonnuls, Va+b<+ya+vb

Exemple e VI2=V4x3=V4x/3=2V3
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